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45041 Integration von e-Funktionen 2

Weitere Texte zur Integration

Zu Exponentialfunktionen gehdren auch diese Texte: 45040 / 45041 / 48015

a Grundniveau - Gymnasium I

Datei Nr. 48011 Teil 1 EinfUhrung in die Grundlagen:

Anderungen und Differenziale

Lineare Anderungen / Nicht-lineare Anderungen

Lineare Anderungen auf der Tangente - Differenzialbegriff

Das unbestimmte Integral — Stammfunktionen - Grundintegral 1

Datei Nr. 48012 Teil 2:  Integrationsregeln

Unbestimmte Integrale fiir ganzrationale und gebrochen ratic nale
Funktionen mit vielen Substitutionsarten. Umfangreiches Ubungsmaterial

Datei Nr. 48013 Teil 3 ~ Das bestimmte Integral fir Potenzfunktionen, ganzrziic¢ nale und gebrochen
rationale Funktionen, auch mit Substitution.

Datei Nr. 48014 Teil 4  Integration von Wurzelfunktionen (1)

Datei Nr. 48030 Grundniveau fiur einfache AnforderungciinGemischtes Trainingsheft

Grindlichen Wiederholen und Trainicren.'Potenzfunktionen, Rationale
K Funktionen, Wurzel-, Exponential: und rrigonometrische Funktionen. /

Datei Nr. 48015 Teil 5  Partielle Integration: alles

Datei Nr. 45041 Teil 6  Exponentialfunktionen aiies

Datei Nr. 46041 Teil 7 Ln-Funktionen alles

Datei Nr. 48016 Teil 8  Trigonometrischu, Funktionen alles

Datei Nr. 48040 Lernblatt:  L‘e wichtigsten Integrale

=2heres Niveau (Studium)

4 Ee:':,chen rationalen Funktionen: N
Datei Nr. 48050 Ini=grationsmethoden - Ubersicht
Datei Nr. 48051 Integration mit Partialbruchzerlegung
Datei Nr. 48052 Reduktionsformel bzw. Umgekehrte partielle Integration
Datei Nr. 48015 Integration mit arctan-Funktionen
Datei Nr. £81¢9 Sammlung schwerer Integrale
\_ P~ /
-
Datei N.748056 Integration von Wurzelfunktionen (2) mit arcsin-Funktionen
Datei Nr. 48070 Integration von Wurzelfunktionen (3): Substitutionen mit sin und sinh
-
Datei Nr. 48057 Integration der Arkusfunktionen
Datei Nr. 48061 Schwierige Integrale Aufgabensammlung
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Vorwort

Auf Grund der Stoffreduktion im Gymnasium werden Exponentialfunktionen oft nur noch auf einem

Grundniveau behandelt. Daher fallt dann Integration mit Substitution und partieller Integration weg.

Fir diese einfachen Anforderungen habe ich den Text 45040 geschrieben.

In vorliegendem Text wird dies nur kurz angedeutet. Er befasst sich also auch mit den

anspruchsvolleren Methoden der Substitution und der partiellen Integration.

AuBerdem gibt es einen kompakten Text: 48010 Integration — Grundniveau

Dort findet man weitere Beispiele und Aufgaben zu den genannten Funktionstypen. Exiist ein reiner

Trainingstext.

Inhalt

Integrale von einfachen Exponentialfunktionen
1.1 Unbestimmte Integrale = Stammfunktionen
1.2  Bestimmte Integrale mit innerer Ableitung (K< tterivegel)

Aufgabenblatt zur einfachen Integration (Aufgaben * bis 3)
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45041 Integration von e-Funktionen 4

1. Integration von einfachen Exponentialfunktionen

1.1  Unbestimmte Integrale = Stammfunktionen:
Zusammenfassung aus Text 45040

Eine Stammfunktion F einer Funktion f ist eine Funktion mit der Eigenschaft F'(x)=f(x).
Also erhalt man eine Stammfunktion durch die Umkehrung der Ableitung, also durch ,Aufleiten®.
Da beim Ableiten das Absolutglied verloren geht, kann man es bei der Umkehrung, nicht mehr.

bestimmen. Daher schreibt man an den allgemeinen Stammfunktionsterm immer + C dazu

Die ,einfachen* Exponentialfunktionen der Form f(x)=e™*" lassen sich ganz einfach aufleiien:

Beim Integrieren bleibt eine Exponentialfunktion mit einem linearen Exponer.ia1, ~7nalten,

es wird lediglich noch durch die innere Ableitung geteilt.

J‘eax+b _ eax+b L C

(O] EEN

Dies wird ausfihrlich im speziellen Text 45039 gezeigt. Hier einige e aniele dazu:

a)  Die Stammfunktion von f(x) =e* ist F(x)=eX+C
Mit der Integralschreibweise sieht das so aus: F(~)= JﬁeX =e*+C
Probe: (X)) =e* =f(x)
b)  Die Stammfunktion zu f(x)=e™ ist F(x)=—e>+C
Integralschreibweise F(X) = J'e‘x =—e*+C
Probe: F'(x)=-e™ (-1)=e™ =f(x)
-3x
c)  Die Stammfunktion zu f(x)=e"X ist F(x) = Ie’“dx - _.c- —%e’” +C
Frabe: F'(x)= —%~ e (-3)=e* =f(x)
( 1 Ix e%x 1x
d)  Die Stammfunktion zu/iix) = e?" ist F(x)= Jez dx=——+C=2-e7 +C
7
Probe: F'(x):2~e%X ~%:e%X =f(x)
2x+1
e) f(x)=e*" Stammfunktion: F(x)= e2 +C=Ze*"+C
2x+1
Integralschreibweise: F(x) = Iezx*1dx = +C=—e*"+C
Probe: F'(x)=4-2-e> =" =f(x)
1x+3
f) Nf(x, =t Stammfunktion: F(x) = [e?dx=S—+C=2.6"+C
7
Probe: F'(x) - a’é T2 _ g7 _ f(x)
e
2-X
9) f(x)=3e*™": Stammfunktion: F(x)= J'Se“dx 3.2 _ic=--3e*"1C
Probe: F'(x)=-3-(-e*")=3-&"" =f(x)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Es gibt einige kompliziertere Funktionsterme, die sich auf die Form e®*® bringen
lassen. Dann kann man dazu auch eine Stammfunktion berechnen:

e%x

1 1 1
h —dx=[=-e¥dx==-=——+C=-1.e*+C
) Ize“x I2 2 4 8
i 3 x=[3-eVdx = [3-e"dx=3- & +C= 3™ +C
i) J‘F x—j e x_J -e x=3- _1 +C=-3e7"+

)] .[(ex—‘l)z dx=.[(e2‘—2e‘+1)dx=%ezx—2ex+x+C
Im ersten Schritt wendet man die 2. binomische Formel an: (a —b)2 =a’—zcb+b?.

. 2 .
Dazu muss man wissen, dass (ex) —e*.e* =e¥ ist,

k) j(e’X + 2)(e”‘ - 2)dx :_f((a’2X - 4)dx =—te®-4x+C
Im ersten Schritt wendet man die 3. binomische Formel an:"‘a +p)(a-b)=a* -b’.

. _ 2 _ _ _ .
Dazu muss man wissen, dass (e ‘) —e*.e* =¥ 5t

SESVEI PRSP S

Im ersten Schritt zerlegt man den Bruch in =wai Einzelbriiche.
Dies geht, weil der Nenner keine Sum, .2 >nthalt.

- -

Dann kiirzt man den ersten Bruch, {'en zweiten schreibt man wie gezeigt um.

2x 2x
m) J.e—+3dX= e_+ 3 x:r/gx+?.e’x)dx:ex—3efx+c
e e’ € 7\
Der Bruch hat das Merkmai,Keine Summe im Nenner*, also zerlegt man ihn in zwei
2x X X
Briiche und kirzt anschicRend, wobei gilt: ex _ 8 36 =¢e"
e e

e* -1y A -2 +1 e” 2 1 2 1
n) j(eT)dXZJ_ ” dx:j( - + jdX:J[1_e_+ de:

)2 er er er

= I(1 —2e % c’z‘)dx =x-2(-e)+ (- > +C=x+2e*-Le > +C

2x

0) _[ ex _4'~dx Erkennen: Im Zahler steht ein Term, der die Form a? —b? hat, und den man
e T

daher mit der 3. binomischen Formel zerlegen kann:

2x _4 (ex—1) e +1 ) )
-[ZX+1 dx—j %dx:j(e —1)dx=e -x+C

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.2 Bestimmte Integrale mit innerer Ableitung

Fir bestimmte Anwendungen gibt es eine zweite Art von Integral: Das bestimmte Integral.

Dessen Ergebnis ist keine Funktion sondern eine Zahl.

ﬁ)ie Berechnungsvorschrift lautet: \

if(x)dx :[F(x)}b =F(b)-F(a)

a

Anwendung dieser Regel:

1. Zuerst berechnet man die Stammfunktion F(x) zu f(x).
Man schreibt sie in eckige Klammern und flugt die ,Grenzen® a und b <™ =nde dazu.

2. Dann setzt man die obere Grenze b ein, berechnet also F(b).

Davon subtrahiert man F(a).

\_

Beispiele:

‘ 1-x e i 1-x P 1 3 34 1
a) _[e dx=[ 1} :[—e L:[—e ]— [—e] =e®~2"%19,72
2

2eingestzt -2 eingesetzt

4 1x e7x dx 4
b)  [e”'dx= {2e2 } = [2¢*] - [2¢"] =267 -2~12,78
0

0 - = [
0 4 eingestzt 0 eingeset.®

2 2 N\
c) [e*dx= [Le‘”"} _ le e > 12319
1

d) [ (4-Fe)dx=[4x %ejlo Sz 2fe ] 0-1[e’]=4.n2+1]e"F| -1 1=

_ox+4 2
e) T 4 dx = j‘4e’(7 '-*4)\1\ ] j‘4e—2x+4dx _ |:4 ) e 2x+4 :| _ _2[e_zx+4 :|2
1

1

1

=-2(e’-#*)=-2(1-¢*) = —2+2¢

2

1y )

f) j[x-m ~‘2"de: %xz—x—ez :[%xz—x+2e%x} =[2-2+2-¢"]-[2-¢"]|=2¢"-2
0

0
0

o A W In2 2X In2 X In2
9) J.—‘—4dX=I e 4 X:I e 2 x:j(lex—Zexjdx:
n .2e” ol 2e°  2e” ol 2 e a2

1 " T 1
=|—e*+2.e*| =|—e"42.eM |- |=.e"+2.€° |=
2 0 ‘2 | ‘2 |

In2 eingesetzt 0 eingesetzt

:[%.2+2.%]_[%+2]:2—2,5:—2,5
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Aufgabenblatt zur einfachen Integration von e-Funktionen

1) je”dx

5) j e*>dx

9) j(ex + 3)(eX - 3)dx

2x

12) J-e +1

15) }e%dx
18) j(z-e*)dx

21) I(ex—e’x)zdx

Trainingsaufgaben 1

[4e?dx 3)

Trainingsaufgaben 2
j(ex +2)(e‘X —1)dx
f(e” —1)2 dx

10)

13)

Trainingsaufganen 3

16)

19)

22)

e1—2xdX

O ey N

t

[ tet"dx

~t

j(azx —4e7* )dx

1

I(3x—e‘x)dx

14\

17)

20)

23)
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2. Integration mit Substitution.
2.1 Informationen zum Differenzial dx (Ausfiihrlich: Text 48010)

2.2

Das am Ende eines Integrals stehende dx heif3t Differential. Es hangt eng mit der
Ableitung einer Funktion zusammen. Dies wird ausfihrlich im Text 48011 dargestellit.

Das Ergebnis dieser Theorie lautet:

Mit m= % berechnet man die Steigung einer Sekante.
X

Ay und Ax sind Differenzen.

Mit m= % =y' berechnet man die Steigung einer Tangente an den Craphen der
X
Funktion y =f(x). dy und dx heit man Dif erzrziale.
Wichtig ist hierbei die Formel zur Berechnung des Differenzials;oriy« dy = y" dx
Beispiele:
a) y=f(x)=x*+4x+1. y'ix)=2x+4
Fir das Differenzial folgt dann: dy =(2x +4)-dx
b) y=e* = y'=2e* Differenzial: 2 = 2e** . dx

Dieses Differenzial taucht im Integral auf, we'l aiese historische Schreibweise friher sagen

sollte: ,Das Integral macht das Differenzic::=kgangig“.

Und so entstand die Schreibweise Y = '[dy = '[y'~ dx, was ja genau dem entspricht, was wir bei
der Berechnung einer Stammfuiiktica niachen.

Substitution zur Vereinfaciiung eines Integrals an einem Beispiel:

Um das Integral j(2x + 'E) v zu vereinfachen, kann man die Klammer durch u ersetzen.

Man fuhrt also die’ Sub&titution u =2x+5 durch. Dann sieht das Integral so aus: Iusdx.

Das dx passt jedoch riicht zu u®. Das sind verschiedene Variable.
Wenn man schea von x auf u umrechnet, dann muss das auch mit dx geschehen.

Also bendugt. man die Formel zur Berechnung eines Differentials von oben:

Sie lauwct ay =y dx . Man verwendet sie jetzt in der Form:
Hiei die komplette Substitution: = u'=2 = du=2.dx = m

Damit vereinfacht man das Integral so:

9
I(2x+5)8 dx = jua -Ldu :%.U_JFC
9
Anschlieffend folgt die Riicksubstitution: Man ersetzt u wieder durch 2x+5:

9
j(2x+5)8dx:'[u8 -%du:%-%+0:%-(2x+5)9 +C

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2.3 Substitution zur Vereinfachung von Integralen mit e-Funktionen

Auf CD...
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